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MODELAGEM MATEMATICA PARA O TRAFEGO DE PEDESTRES USANDO
A TEORIA TERMODINAMICA E MODELOS HIDRODINAMICOS PARA UM
SISTEMA MACROSCOPICO.

M. V. R. P. G. Ferreira, L. M. Gramani e E. Kaviski

RESUMO

As teorias de trafego de pedestres buscam descrever de uma maneira matematica as
interacoes entre os pedestres e a infra-estrutura. Estas teorias sao indispensaveis em
todos os modelos de trafego de pedestres e ferramentas para a analise de operacoes
nas vias em geral. Muitos estudos tém sido dedicados para a determinagao de uma
lei que vincule a velocidade das caminhadas com a densidade das multidoes, e conse-
quentemente seu fluxo. Um grande ntmero de fatores pode afetar o comportamento
dos pedestres (idade, cultura, género, proposito da viagem, tipo de infra-estrutura,
dire¢ao da caminhada). Para caracterizar este comportamento, surgiu um estudo de
caracteristicas do trafego de pedestres envolvendo modelos descritos por equacgoes
diferenciais e integro-diferenciais, ou seja, modelos aplicaveis na area da teoria
macroscopica e cinética. Neste trabalho desenvolve-se o modelo continuo de primeira
ordem para o fluxo de trafego de pedestres tendo como ponto de partida uma equagao
da continuidade que é fechada para dois casos distintos: primeiramente o sistema
¢ fechado com uma velocidade constante; em seguida a equacao da continuidade é
acoplada a uma velocidade linear, obtendo assim dois modelos hidrodinamicos de
primeira ordem. Os modelos foram resolvidos pelo método das diferencas finitas e
depois os resultados foram comparados resolvendo-se o mesmo modelo pelo método
das caracteristicas e também foram feitas comparacoes com dados experimentais
bibliograficos.

1 INTRODUCAO

O fluxo de grandes multidoes de pedestres esta se tornando cada vez mais importante
com o crescimento das populagoes nas cidades. Muitos estudos de fluxo de pedestres
foram empreendidos, em especial nas ultimas trés décadas, contudo o nosso conheci-
mento sobre o fluxo de multidoes ainda é insuficiente e atrasado comparado a outros
modos de transporte.

A literatura existente é relatada em varios artigos, entre eles: Fruin (1971), Virkler et
al. (1994), Older (1968), Sarkar et al. (1997), Tanariboon et al. (1986), onde o foco
para estes trabalhos da-se em diferentes aspectos tais como: modelagem matematica e
fisica, desenvolvimento de esquemas computacionais, problemas analiticos, etc.
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As teorias de trafego de pedestres buscam descrever de uma maneira matematica as
interagoes entre os pedestres e a infra-estrutura. A infra-estrutura consiste no sistema
de ruas e outras vias piblicas por onde estes pedestres circulam e em todos os seus
elementos operacionais, incluindo dispositivos de controle, faixas de pedestres e semé-
foros. Estas teorias sao indispenséaveis em todos os modelos de trafego de pedestres e
ferramentas para a anélise de operagoes nas vias em geral, edificios ptiblicos e privados,
ete.

Na década de trinta, surge na Inglaterra as primeiras tentativas de sinalizacao para
pedestres. Desde os anos sessenta muitos estudos tém sido dedicados para a deter-
mina¢ao de uma lei que vincule a velocidade das caminhadas com a densidade das
multidoes. Nos anos recentes, pesquisas foram dirigidas para o estudo de padroes de
fluxo de multidoes sob situagoes de emergéncia (Kerner, 2004), e uma crescente atengao
foi dedicada aos efeitos do comportamento das multidoes na dindmica de estruturas no
campo do engenheiro civil (Daamen, 2004). Um grande ntimero de fatores pode afe-
tar o comportamento dos pedestres (idade, cultura, género, propoésito da viagem, tipo
de infra-estrutura, diregdo da caminhada). Desta forma, as propriedades dos pedestres
diferem de caso para caso, conseqlientemente suas caracteristicas especificas nao podem
ser consideradas constantes no sistema. Para caracterizar este comportamento, surgiu
um estudo de caracteristicas do trafego de pedestres envolvendo modelos descritos por
equacoes diferenciais, ou seja, modelos aplicaveis na area da teoria macroscopica.

A descrigao macroscopica descarta a vista microscopica do trafego em termos das veloci-
dades individuais dos pedestres ou as componentes individuais do sistema (tais como as
ligagoes ou os cruzamentos), adotando uma visao macroscopica do trafego de pedestres
em uma rede. Nesta descricao o estado do sistema é descrito por quantidades médias
localmente calculadas, isto é, a densidade, a velocidade e o fluxo dos individuos, con-
siderados como variaveis dependentes do tempo e do espaco. Os modelos matematicos
descrevem a evolugao destas varidveis, por sistemas de equagoes diferenciais parciais.

O Método das Diferencas Finitas (MDF') consiste em substituir as derivadas na equagao
por aproximacoes numéricas de mesma ordem de aproximagao, utilizando a série de
Taylor. A Equacao de diferencas finitas é escrita para cada ponto da regiao discretizada
em que se deseja calcular a solu¢ao do problema.

O Método das Caracteristicas permite transformar um sistema de equagoes diferenciais
parciais em um sistema de equacgoes diferenciais ordinérias, validas ao longo de curvas
no plano (z,t), curvas estas ditas caracteristicas. As equagoes sdo, entdo, integradas
simultaneamente ao longo das caracteristicas correspondentes, a partir de valores co-
nhecidos, definidos pelas condig¢oes iniciais e de contorno.

O objetivo deste trabalho é resolver um modelo continuo de primeira ordem para o
fluxo de trafego de pedestres tendo como ponto de partida a equagao da continuidade
que é fechada para dois casos distintos: primeiramente o sistema é fechado com uma
velocidade constante (modelo proposto por Ferreira, Gramani e Kaviski e chamado de
modelo FGK); em seguida a equagao da continuidade é acoplada a uma velocidade li-
near, obtendo assim dois modelos hidrodinamicos de primeira ordem. Os modelos foram
resolvidos pelo método das diferencas finitas e depois os resultados foram comparados
resolvendo-se os mesmos modelos pelo método das caracteristicas. Outros modelos que
relacionam a densidade e a velocidade, estudados por diversos autores, serao compara-
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dos para validar este trabalho.

A analise destes modelos fornece meios para avaliar o trafego de pedestres e determinar
estratégias de controle em &reas urbanas.

2 EQUACAO MACROSCOPICA PARA O TRAFEGO DE PEDES-
TRES UNIDIMENSIONAL

Sabe-se que os modelos hidrodindmicos macroscopicos sao descritos por trés modelos
de equagoes de conservacao que correspondem a massa, momento e energia. Os modelos
hidrodindmicos de primeira ordem utilizam a equacao da conservagao da massa, ou seja,
a conservacao do numero de pedestres na estrutura. Esta equacgao diferencial, com duas
variaveis, a densidade e a velocidade dos pedestres como fungao do tempo e do espaco, é
fechada com uma relagao matematica fenomenologica adicional. Das diferentes escolhas
desta relacao, obtém-se diferentes modelos macroscopicos de primeira ordem. Um ponto
chave destes modelos de primeira ordem ¢é a grande vantagem de sua simplicidade, o que
torna o modelo computacionalmente muito interessante. Dois modelos serao resolvidos
neste trabalho. O primeiro considera como relacao fenomenologica uma velocidade
constante para os pedestres e o segundo considera uma relagao linear para a velocidade
em relacao a densidade.

A densidade, representada por p(z,t), a velocidade, u(x,t) e o fluxo, ¢(x,t), sdao as
variaveis fundamentais do fluxo de trafego unidimensional de pedestres, dependentes
da posicao = e do tempo ¢t em algum momento e estao relacionadas através de:

onde ¢ = q(p), u = u(p) e p = p(x,1).

A equagao (1) é denominada equagao fundamental do fluxo de trifego de pedestres e sua
representacao grafica é conhecida como o diagrama fundamental do fluxo de trafego.
Para este trabalho, esta é uma das relacoes que adota-se para construir o modelo
macroscopico para o trafego de pedestres.

A equacao da continuidade, que descreve a conservacao de massa, ¢ de fundamental
importancia para o estudo de todos os problemas relacionados ao movimento dos fluidos
e a sua deducao pode ser feita por diferentes desenvolvimentos tebricos, como por
exemplo por Sisson e Pitts (1988) dentre outros.

Assim, tem-se a equagao da continuidade:

dp  0q
or L 99 _ 2
0t+8x 0 2)

Contudo, neste artigo serd analisada uma possivel entrada de fluxo, ou seja, uma
entrada de pedestres durante o processo de caminhada. Portanto a equagao (2)
transforma-se em:

dp 0q
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onde ¢(t) é uma fungado que representa a entrada de pedestres no sistema considerado
e que o fluxo ¢ esté relacionado com a velocidade u pela relagao (1).

Essa equacgao expressa o seguinte principio fisico: consideremos uma quantidade de
pedestres em uma via, num determinado periodo de tempo. A equacao da continuidade
diz que o nimero de pedestres que entra no ambiente de caminhada tem que ser igual
ao nimero de pedestres que sai deste ambiente.

Existem diversos modelos conhecidos na literatura que fornecem a relagao entre a
velocidade e a densidade, como: o modelo linear de Greenshields (1935), o modelo
logaritmo de Greenberg (1959), o modelo exponencial de Underwood (1961), dentre
outros. Seguindo essas idéias, fornecendo a velocidade como funcao da densidade, faz-
se o fechamento para os dois modelos hidrodinamicos deste trabalho.

Para tal, primeiramente considera-se uma velocidade constante para os pedestres du-
rante a caminhada e em seguida analisa-se uma velocidade linear em relacao a densi-
dade, onde seus respectivos fluxos sao:

e para u = ug tem-se ¢ = ugp, onde ug é a velocidade média dos pedestres.

e para u = a + bp tem-se ¢ = ap + bp?, onde a e b sdo constantes, com a > 0 e
b < 0.

2.1 Modelo FGK - Modelo Hidrodinamico de 1¢ ordem para uma veloci-
dade constante

Tem-se para uma velocidade média constante uy o seguinte modelo hidrodinamico:

0 0
9p (pu) (D),
ot ox (4)
U = wup, para 0 < p < p;
p(0,t) = p(z,0) = 0

onde p; = 2p.ri € a densidade maxima para a estrutura, e ug ¢ a velocidade média dos
pedestres durante a caminhada. As condi¢oes de contorno serao determinadas na se¢ao
seguinte, de acordo com o ambiente de caminhada analisado.

Assim pode-se escrever:

g=ugp se 0<p< pei (5a)
qg=ugp+pf se pei <p < pj (5b)
onde uy = ug, uy = —ug e B = 2p.i. Essa idéia é assumida pois, para que seja

possivel fazer uma comparagao ao que ocorre fisicamente, precisa-se dizer que existe
uma densidade maxima p;, e uma densidade critica pgri+ que sinaliza um decaimento
no fluxo de pedestres devido ao aumento da densidade.

u+
% 4 dop) o ) gt (6a)

Op | Ougp+P)

ot or 9@ (6b)
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As equagoes (6a) e (6b) serao resolvidas por aproximagoes de diferengas finitas e pelo
método das caracteristicas.

2.2 Modelo Hidrodinamico de 1* ordem para uma velocidade linear

A equacao também sera resolvida para uma velocidade linear, assumindo v = a + bp.
Assim,

0 d(pu

Op  Olpw)  _ (D).

ot ox (7)
u = a+bp, para 0<p <p;

p(0,t) = p(z,0) = 0

U . .
onde a =useb= ——L ¢ com as mesmas condicoes de contorno do modelo anterior.
Pj

Portanto tem-se um fluxo

q=ap+ bp*. (8)

Por conseguinte, tem-se uma equagao diferencial parcial hiperboélica quando trabalha-se
com uma velocidade linear

dp  Olap+bp*)
%t 92(1), 9)

sendo ¢o(t) uma constante conhecida, determinada dependendo da situagdo que se

deseja calcular.

3 SIMULACAO NUMERICA

A solugao do modelo matematico é obtida por meio de simulagdo computacional re-
alizada no espago e no tempo de dominio. Levando-se em conta as consideragoes ja
feitas, resolve-se o seguinte exemplo préatico:

Considera-se uma pista de comprimento L metros, por D metro de largura, como
mostrado na figura (1).

Ax| Az ID

L metros

Figure 1: Ambiente da caminhada dos pedestres
O modelo computacional é gerado para um tempo total de ¢¢ minutos. Para t = 0 e
x = 0 ndo ha pedestres no sistema, ou seja, a condigao inicial é p(0,t) = 0 e p(x,0) = 0.

Numa primeira analise tem-se que, a partir do instante inicial, os pedestres comecam a
entrar pelas laterais desta pista em todos os pontos (para todo x até x = L), durante
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um periodo de t,, minutos, com uma média de 1 pedestre a cada ¢, minutos, com t, <
tx < tt, ouseja, g(t) = n (especificado no modelo FGK e no modelo de velocidade linear

1
como ¢1(t) e go(t), respectivamente), onde n é uma constante e n = o (ped/s).
%)

No tempo restante nao entra ninguém, apenas analisa-se o comportamento do fluxo ja
existente que segue até todos os pedestres chegarem a posicao final.

Admite-se que a condigdo de Courant (Castanharo, 2003) A = 0,1, o que nos da
At =0, 1Ax.

Valores para velocidade maxima admitida no ambiente de caminhada, velocidade média
e densidade maxima por metro quadrado, foram retirados do artigo de Older (1968).

Com esses dados pode-se explicar como ficam os dois modelos hidrodinamicos, fechados
respectivamente por uma equagao que refere-se a uma velocidade constante e por uma
equacao que representa uma velocidade linear.

3.1 Diferencgas finitas para o modelo FGK
Assumindo um modelo com velocidade constante e expressando o fluxo como:

ug p para 0 < p < perit,
ugp+ B para  pei < p < pj,

as equagoes (6a) e (6b) s@o reescritas como:

r(dug +1) Q=0 para 0<p< po,

(11)

r(Aug +1) +A3-Q=0 para peau < p < pj,

onde Q = 32 (¢/") + plis + 3 (05 +a") er = P

3.2 Diferencgas finitas para uma velocidade linear
Assumindo o modelo linear para a velocidade e expressando o fluxo como
q=ap+ bp?, (12)
a equacao (9) é reescrita como:
bA? + (aA + 1)r — Q= 0. (13)
k41

onde p;; =r.

Com isso pode-se obter resultados computacionais para o fluxo de trafego de pedestres
admitindo primeiramente uma velocidade constante e posteriormente uma velocidade
linear.
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3.3 Método das caracteristicas para o modelo FGK

Admitindo uma velocidade média constante ug, espera-se encontrar um fluxo de pe-
destres que segue a modelagem apresentada na figura (2):

q

Uf __________

p

Perit p]'

Figure 2: Diagrama Fundamental para uma velocidade constante.

o +
Trabalhando com a equagao (6a), onde (g;p)’ encontra-se:
“dx t dp
—dt = dt —dt = t)dt
/xodt /touo /dt /9()
(x — x0) = up(t — to) p(t) = g(t)t + po

onde py é uma constante de integracao conhecida.

ou-
O mesmo processo se da para a equagao (6b), onde M, para 3 = 2pepir, assim
x
obtém-se
(l’ — [Eo) = —Uo(t — to) (14)
p(t) = g()t + po (15)

3.4 Método das caracteristicas para uma velocidade linear

Adotando-se a relagao linear v = a + bp para o fluxo g = ap + bp?, obtém-se a equacao

(9)-

0
Desenvolvendo —q, tem-se

ox
0q dqdp ap
Ox  dpox ot '0(91: (16)
Combinando a equagao da continuidade modificada
dp  Opu
L g 17
5 o =90 (17)



(18)

Escrevendo
dp dp
dp = —dz dt. 19
p=godrt+ o (19)
: - ) TR dp
e combinando as equagoes (18) e (19) é possivel eliminar o termo yn presente em
ambas, e rearranjando os termos, obtém-se
dp dp dz
t 20p — — 20
90 =4 8x(+ ﬁ) (20)

0
Se o valor de p for especificado ao longo da curva C, er pode ser determinado ao longo

dessa caracteristica pela equacao (20). Sabe-se que os valores das primeiras derivadas
de p ao longo das caracteristicas podem ser indeterminados. Desta maneira, para que

er seja indeterminado ao longo de C, deve-se ter

Ox

dx
2 = 21
(a+ b dt) 0, (21)

o que define a equagao da curva caracteristica C', como:

x
— = 20bp. 22
o = at2bp (22)
. - - . dp
Combinando a condi¢ao expressa por (21) com a equagao (20), obtém-se g(t) — - = 0,
assim,
dp
t)=—. 23
o(t) = & (23)

Na verdade, existem infinitas curvas caracteristicas no plano x — ¢, todas com equacgao
da forma (22), dependendo dos valores das constantes a e b.

Integrando-se diretamente a equagao (23), obtém-se

/iﬁ / tydt = p(t) = g(t)t + po, (24)

Substituindo a equagdo (24) na equagao (22) e integrando-a diretamente, obtém-se a
equacao analitica da curva caracteristica. Assim tem-se:

z —wo = alt —to) + bg(t)(t — to)* + 2bpo(t — to), (25)
sendo x( o ponto de partida da curva caracteristica pata t = 0.

Nos casos em que mais de uma caracteristica passa por um mesmo ponto (z,t), neste
ponto a solucao apresenta uma descontinuidade e hé a formacao de um choque.
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4 RESULTADOS

A pista analisada computacionalmente tem 600 metros de comprimento por 1 metro
de largura.

O modelo é gerado para um tempo total de tt = 10000 segundos. Parat =0e z = 0
nao ha pedestres no sistema, ou seja p(0,t) =0 e p(x,0) = 0.

Tem-se, a partir do instante inicial, que os pedestres comegam a entrar pelas laterais
desta pista em todos os pontos (para todo x até z = 600), durante um periodo de 30
minutos, com uma média de 1 pedestre a cada 7,109 minutos, para uma velocidade
constante, e de 1 pedestre a cada 4, 6875 minutos, para uma velocidade linear. Depois
dos 30 primeiros minutos até o minuto final de analise (¢ = 10000 segundos), nao ha
mais entrada de pedestres, apenas analisa-se o comportamento do fluxo ja existente,
que segue até todos os pedestres chegarem a posicao final.

At
A condigao de Courant — admitida para este modelo vale A = 0, 1, contudo poderia
x

ser trabalhado com valores bem maiores, caso fosse desejado que os resultados com-
putacionais fossem obtidos mais rapidamente. E necessario ressaltar que A < 1.

Salienta-se que os dados utilizados para gerar o modelo computacional sao baseados
nos experimentos realizados e publicados por Older em 1968, onde se assume que a
velocidade de fluxo livre uy = 1,4 m/s, a velocidade média uy = 0,7 m/s e a
densidade maxima p; =4 ped/m?.

Quando a densidade atinge o seu valor maximo 4 ped/m? e o fluxo torna-se zero,
esse fluxo de pedestres comeca a retornar, ou seja, caminhar no sentido oposto ao
determinado para a pista, isso faz com que se tenha um confronto com a condicao
inicial p(0,0) = 0. Assim, foi considerado que a densidade méaxima nunca atingiria 4
pedestres por metro quadrado (o programa foi compilado assumindo um valor méaximo
de 3,7 ped/m?), assim o fluxo também nunca atingiria seu valor nulo, o que possibilita
que a caminhada dos pedestres continue ocorrendo, até que passe os 30 minutos iniciais
e nao entre mais ninguém, podendo a pista esvaziar.

Os resultados podem ser analisados nas figuras abaixo, onde é possivel comparar os
resultados obtidos pelo método das diferencas finitas implicito, o método das diferen-
cas finitas explicito (Castanharo, 2003) (também geramos um codigo para resolver as
equagoes diferenciais por este método) e os resultados obtidos pelo método das caracte-
risticas.

As figuras menores inseridas no canto direito superior das figuras ((3), (4)) foram
retiradas do artigo de Daamen (2004) e sdo gréaficos comparativos para valida¢ao dos
resultados gerados pelos nossos codigos.
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Figure 3: Velocidade pela Densidade - Comparativo para modelo FGK e
velocidade linear
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Figure 4: Diagrama Fundamental - Comparativo para modelo FGK e veloci-
dade linear

Daamen reuniu alguns diagramas fundamentais obtidos na bibliografia que foram ger-
ados de forma experimental ou fazendo-se relagoes entre a velocidade e a densidade
dos pedestres.

Observa-se que todos os graficos referentes ao modelo FGK que relacionam a velocidade
com a densidade sao semelhantes, assim como os diagramas fundamentais. O mesmo
se d& quando trabalha-se com uma velocidade linear. Também nota-se que os graficos
se assemelham com os encontrados na bibliografia.

Os resultados obtidos com o programa criado para solucionar o modelo numérico pelo
método das caracteristicas, nao coincidem com os resultados obtidos pelo método das
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diferencas finitas. Quando utiliza-se o método das caracteristicas para resolver os mo-
delos hidrodindmicos que compoem este trabalho (modelos hidrodinamicos compostos
pela equacao da conservacao da massa e acoplados com uma equacao fenomenolo-
gica do trafego de pedestres) é feito uma lineariza¢do na equagado da conservagao de
massa. A partir deste ponto, ou seja, quando é feita esta linearizacao, a equacgao da
continuidade sai de sua forma conservativa. Quando o método das caracteristicas é
aplicado na equagao linearizada podem surgir problemas com a conservagao de massa
(Fabiani, 1995). No caso deste trabalho, observa-se que ao fazer a linearizagao, deixa-se
de ter a garantia de ocorrer conservagao de massa e isso é verificado com os resultados
gerados pelo codigo computacional.

5 CONCLUSOES

Foi trabalhado neste artigo com um modelo de primeira ordem, que foi constituido
pela equacao da continuidade e fechado com dois tipos de equagoes que relacionam a
velocidade e a densidade dos pedestres (velocidade constante e velocidade linear). Os
dois modelos foram resolvidos numericamente por aproximacoes por diferencas finitas
(MDF) e pelo método das caracteristicas (MOC).

Na solugao de problemas de mecénica dos fluidos existem MDF muito testados, que
solucionam uma grande variedade de problemas, com amplas vantagens sobre os outros
métodos. i (1974) afirma e prova que o método das diferengas finitas é consistente,
convergente e incondicionalmente estavel. Através de testes numéricos realizados por
ele, verificaram-se que os maximos erros relativos que podem ocorrer nos valores dos
fluxos maximos estimados, sdo sempre menores do que 0.5% (testes realizados para
0.02(m/s) < dt/dx < 2(m/s)).

O ponto chave dos modelos hidrodinamicos de primeira ordem ¢ a sua simplicidade e
rapidez computacional.

Os modelos resolvidos por aproximacgoes por diferencas finitas obtiveram 6timas respos-
tas: os resultados por MDF implicito ou por MDF explicito sao semelhantes e podem
ser tranquilamente comparados e validados com os modelos de Fruin, Older, Virkler e
tantos outros.

Contudo, os resultados obtidos com o método das caracteristicas foram muito dife-
rentes dos resultados encontrados na bibliografia e os resultados obtidos com o MDF,
pois observou-se que nao estava ocorrendo conservacao de massa. O MOC s6 pode
ser aplicado para solucionar a equacao da conservacao de massa se ela for linearizada.
Quando é feita esta linearizagao, a equagao da continuidade sai de sua forma conser-
vativa. Quando o método das caracteristicas é aplicado na equagao linearizada podem
surgir problemas com a conservacao de massa, que é exatamente o que esta ocorrendo
neste caso e que pode ser visto em trabalhos como de Fabiani (1995).

Foi possivel fazer contribui¢oes para as pesquisas de trafego, pois os modelos analisa-
dos modelaram satisfatoriamente sem a necessidade de grandes gastos experimentais e
utilizando-se de baixo tempo de processamento computacional.
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